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Собственные характеристики системы отсчёта
как 4-инварианты
В. В. Войтик∗
17 августа 2018 г.
Аннотация
В статье предлагаются 4-мерные уравнения для собственных харак-
теристик жёсткой системы отсчёта. Из этих условий следуют закон дви-
жения собственной тетрады и уравнения обратной задачи кинематики, т.
е. дифференциальные уравнения, решающие задачу восстановления па-
раметров движения жёсткой системы отсчёта по известным собственным
ускорению и угловой скорости. В частности показано, что при совер-
шении буста, движущаяся система отсчёта, имеющая прецессию Тома-
са, относительно новой лабораторной системы будет иметь комбинацию
двух вращений: новой собственной прецессии Томаса и вращения Виг-
нера, которые в совокупности дают первоначальную частоту прецессии
Томаса.
Ключевые слова: прецессия Томаса, вращение Вигнера, обратная задача кине-
матики, собственное ускорение, собственная угловая скорость, тетрадный
формализм.
Введение
В предыдущей статье [1] были выведены уравнения обратной задачи кине-
матики. Данные уравнения следуют из зависимости характеристик жёсткой
системы отсчёта от параметров движения, которые в свою очередь основыва-
ются на известном преобразовании в жёсткую неинерциальную систему отсчё-
та, предложенным Нэлсоном [2], [3] (см. также [4]). Данное преобразование,
несомненно, является верным по следующим причинам. Во-первых, метри-
ка, следующая из этого преобразования, как раз является метрикой жёст-
кой ускоренной и вращающейся системы отсчёта (см. [2], [5, c. 404, формула
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(13.71) с поправкой на отсутствие в СТО кривизны пространства-времени].
Во-вторых, собственные ускорение и угловая скорость неинерциальной систе-
мы s в этой метрике совпадают с независимо вычисленным ядром генератора
инфинитезимального преобразования Лоренца, которое связывает две, мгно-
венно сопутствующие s, инерциальные системы отсчёта в моменты t и t+∆t
соответственно, как указано в [6, с.231, задача 3.26].
Тем не менее, хотя и нет причин сомневаться в справедливости этого пре-
образования, но, поскольку это преобразование ещё исследуется, может пока-
заться, что уравнения обратной задачи кинематики ещё недостаточно обосно-
ваны. Сами же эти уравнения необходимы для определения закона движения
неинерциальной системы отсчёта, имеющей заданные характеристики. Поэто-
му, для более надёжного подтверждения, важно вывести их другим способом.
Такой способ будет показан в п. 2, но, предварительно, в п. 1 данной статьи
приведены некоторые полезные формулы, касающиеся кинематики вращений
и собственного вращения Вигнера [7], [8, формула (20)], которое возникает у
движущейся системы отсчёта при совершении буста из одной лабораторной
системы в другую.
Наиболее общее возможное движение жёсткой неинерциальной системы
отсчёта требуется определять инвариантно, в 4-мерном виде. Например, для
прямолинейного движения равноускоренной системы отсчёта (в лаборатор-
ной системе) условие её равноускоренности обычно формулируется в виде од-
ного 4-инвариантного равенства - постоянства квадрата 4-вектора ускорения
dΛ0i/dt · dΛ0 i/dt , где t - есть собственное время начала отсчёта, а Λ0i - есть
вектор 4-скорости [9, с. 41, задача к п. 7]. Для наиболее же общего криво-
линейного движения произвольной жёсткой системы отсчёта одного такого
требования явно недостаточно. Эти условия должны связывать компоненты
4-векторов, которыми обладает движущаяся система отсчёта с собственными
инвариантами данной системы отсчёта. Поэтому уравнения для 4-ускорения
dΛ0i/dt = ai и 4-тензора вращения [5, формула (6.20)], которые на первый
взгляд в качестве этих условий можно было бы использовать, в данном случае
бесполезны. Одно из искомых условий (для частного случая системы отсчёта,
вращающейся с частотой собственной прецессии Томаса) было дано в [10, фор-
мула (5.29)]. Полностью инвариантные условия движения будут даны в п. 2.
Забегая вперёд, укажем, что данные условия фактически являются требова-
нием 4-скалярности компонент характеристик данной системы отсчёта. Если
эти условия справедливы, то форминвариантность данных уравнений при бу-
сте возможно проверить. Соответствующее доказательство приводится в п. 3.
В следующем параграфе обсуждается различие между прецессией Томаса и
вращением Вигнера, поскольку данные понятия иногда смешивают друг с дру-
гом. Кроме того в п. 5 будет рассмотрен закон вращения собственной тетрады
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системы отсчёта, который обсуждался в [5, формула (6.11)], [11, формулы (4),
(6)].
1. Кинематика поворотов и вращение Вигнера
Напомним предварительно некоторые сведения из кинематики поворотов.
При повороте системы координат вокруг единичного вектора n компоненты
вектора r(s) в начальной системе s и составляющие этого же вектора r(s′) в
конечной системе s′ связаны равенством
rα(s) = aβαr′β(s′), (1)
где греческие индексы, как обычно, пробегают значения 1,2,3, а матрица по-
ворота aβα в координатах: ось поворота n , угол поворота φ имеет вид
aβα = δαβ cosφ+ nβnα(1− cosφ)− eαβγnγ sin φ . (2)
Во избежание недоразумений подчеркнём, что здесь и далее принята пассив-
ная точка зрения на повороты, согласно которой вращается система коорди-
нат, а сам вектор остаётся неизменным. При этом для любой матрицы пово-
рота aβα справедливы соотношения ортогональности
aβαaγα = aαβaαγ = δβγ (3)
и равенства «уничтожения»
eαµνaµβaνγ = eµβγaαµ, eαµνaβµaγν = eµβγaµα. (4)
Матрица вращения aβα(t) удовлетворяет уравнению
daαβ
dt
= −eαµνω′µaνβ , (5)
где ω′ есть угловая скорость в системе s′
ω′ν =
1
2
eαλνaλβ
daαβ
dt
. (6)
Рассмотрим сейчас движение инерциальной системы отсчёта s′ со ско-
ростью v(t) относительно лабораторной системы отсчёта S. Если инер-
циальная система s′ ориентирована таким образом, что преобразование
пространственно-временных координат из S в s′ является чистым бустом,
то условно говорится о том, что система s′ ориентирована «без поворота»
относительно S. Перейдём теперь в новую лабораторную систему отсчёта S∗,
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которая двигается со скоростью u «без поворота» относительно S. Хорошо
известно, что в новой лабораторной системе начало отсчёта системы s′ дви-
гается со скоростью (здесь и далее применяется система единиц, в которой
c = 1 )
v
∗ =
√
1− u2 v − u
1− uv +
(1−√1− u2)(uv)u
u2(1− uv) . (7)
Однако оказывается, что преобразование из S∗ в s′ не является чистым бу-
стом. Другими словами это означает, что, чтобы получить систему координат
s′, оси новой системы отсчёта s ориентированные «без поворота» относитель-
но S∗ (которая двигается со скоростью v(t) из (7)) требуется ещё повернуть на
некоторый угол φW вокруг некоторого единичного вектора n. Довольно длин-
ный расчёт, который мы здесь опустим, утверждает, что этот собственный
поворот равен (см. [8, формула (20)], [12, формула (42)])
n tg
φW
2
= n
sinφW
1 + cosφW
=
u× v(
1 +
√
1− u2) (1 +√1− v2)− uv . (8)
Этот поворот следует называть вращением Вигнера. Если u мало, то
n φW =
1−√1− v2
v2
u× v. (9)
Матрицу поворота Вигнера обозначим bβαW , так, что (1) выглядит в виде
rα(s) = bβαW r
′β(s′), (10)
Для малого угла φW матрица поворота (2) есть
bβαW = δ
βα − eαβγnγφW = δβα + 1−
√
1− v2
v2
(vαuβ − vβuα). (11)
По определению (6) угловая скорость вращения Вигнера есть
ω′νW =
1
2
eαµν bµβW
d bαβW
dt
. (12)
Подставляя сюда (11) получим, что она равна
ω
′
W =
d (n φW )
dt
=
(1−√1− v2)2
v4
√
1− v2 (vv˙)u× v +
1−√1− v2
v2
u× v˙. (13)
Рассмотрим теперь общий случай движения инерциальной системы, когда
она (обозначим её k) имела другую ориентацию относительно системы S, чем
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система «без поворота» s′. Другими словами, пусть компоненты вектора r(s′)
в начальной системе s′ и составляющие этого же вектора r(k) в системе k
связаны равенством
rβ(s′) = aγβrγ(k). (14)
Подставив (14) в (10) получим, что результирующая матрица поворота между
начальной системой s и конечной системой k есть
a∗γα = aγβbβαW . (15)
Таким образом, параметры системы отсчёта k, которая двигается со скоро-
стью v и имеет ориентацию aγα относительно S, при чистом бусте со скоростью
u преобразуются по законам (7), (15).
2. Инвариантные условия движения неинерциальной си-
стемы отсчёта
Рассмотрим теперь следующие 4 величины, состоящие из 4 компонент, где
первый индекс у каждого символа отвечает за его номер, второй - за его ком-
поненту
Λ0i = (Λ00,Λ0α) =
(
1√
1− v2 ,
vα√
1− v2
)
, (16)
Λαi = (Λα0,Λαβ) =
(
vγaαγ√
1− v2 , a
αβ +
1−√1− v2
v2
√
1− v2 v
βvµaαµ
)
, (17)
а vα - есть 3-вектор скорости начала отсчёта неинерциальной системы. Нетруд-
но проверить, что данные величины удовлетворяют соотношениям ортонор-
мированности
Λ0iΛ0 i = 1, Λ
0iΛα i = 0, Λ
αiΛβ i = − δαβ . (18)
С математической точки зрения Λ0i , Λαi являются коэффициентами в общем
преобразовании Лоренца из некой лабораторной системы отсчёта S: (T,R) в
инерциальную систему s′ : (t, r′)
T = Λα0r′α + Λ00t, Rβ = Λαβr′α + Λ0βt.
Если рассматривать r′α и t как параметры, то из определения величин
Λαi = dX i/dr′α и Λ0i = dX i/dt (где X i = (T,R)) видно, что они являются
4-векторами. Кроме того, при любом непрерывном преобразовании из общей
группы Лоренца величины Λαi , Λ0i (i = 0, 1, 2, 3) преобразуются в величины
той же математической формы (16), (17). Как хорошо известно, нулевой
вектор Λ0i является временоподобным вектором 4-скорости начала системы
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s′. Его смысл заключается в том, что он является единичным и касательным
к мировой линии начала отсчёта неинерциальной системы s′. 4-вектор же Λαi
представляет собой пространственноподобный орт α-й оси системы координат
s′. Составим теперь произведения
W ′
γ
= Λ0i
dΛγi
dt
, (19)
Ω′
γ
= −1
2
eαµγΛµi
dΛαi
dt
. (20)
В мгновенно сопутствующей инерциальной системе отсчёта эти произведения
равныW ′γ = aγβ v˙β и Ω′γ = eαµγaµβ a˙αβ/2 , т.е. являются собственным ускорени-
ем и собственной угловой скоростью s′ соответственно. В силу 4-векторности
величин Λαi , Λ0i, данные уравнения будут выполняться в любой системе от-
счёта. Это означает, что уравнения (19), (20) являются искомыми кинемати-
ческими, релятивистски инвариантными условиями движения данной неинер-
циальной системы с известными характеристиками. Продифференцируем (17)
и подставим данные значения в (19). После раскрытия скобок, переобозначе-
ния индексов, приведения подобных членов и использования равенств (4) и
(5) получим окончательно
W ′γ = aγα
[
v˙α√
1− v2 +
1−√1− v2
v2(1− v2) (vv˙)v
α
]
. (21)
Действуя аналогично нетрудно получить из (20)
Ω′γ = aγα
1−√1− v2
v2
√
1− v2 e
αµνvµv˙ν + ω′γ. (22)
Уравнения (21) и (22) после замены vα = aβαv′β сводятся к уравнениям обрат-
ной задачи кинематики, как показано в [1].
3. Проверка форминвариантности характеристик системы
отсчёта
Для полной уверенности формулы собственного ускорения и собственной
угловой скорости (19), (20) необходимо проверить. По своему смыслу эти фор-
мулы фактически являются требованием неизменности характеристик систе-
мы отсчёта s′ от бустов. Следовательно, можно записать, что в новой лабо-
раторной системе отсчёта S∗ и в старой системе S собственное ускорение и
угловая скорость системы s′ должны быть при подстановке (7), (15) равны-
ми. К сожалению, такая прямая подстановка в равенства (22), (21) (где все
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величины подразумеваются со звёздочками) формул (7), (15) приводит к гро-
моздким вычислениям. Между тем заметим, что произвольный буст можно
рассматривать как композицию множества произвольных бесконечно малых
бустов. Поэтому, чтобы показать в общем случае справедливость равенств
(22), (21) достаточно доказать их выполнение для инфинитезимального пре-
образования Лоренца. Для такого преобразования из (7) видно, что
v
∗ = v(1 + uv)− u, v˙∗ = v˙(1 + uv) + v(uv˙). (23)
При подстановке в выражение
W ′γ = a∗γα
[
v˙∗α√
1− v∗2 +
1−√1− v∗2
v∗2(1− v∗2) (v
∗
v˙
∗)v∗α
]
формул (23), а также (15) и (11), после некоторых алгебраических преобразо-
ваний получим, что математическая форма величины W′ не изменилась
W ′γ = aγα
[
v˙α√
1− v2 +
1−√1− v2
v2(1− v2) (vv˙)v
α
]
.
Аналогично вышесказанному, подставляя (6) и (15) в (22), дифференцируя
и учитывая ортогональность матрицы Вигнера, которая аналогична уравне-
нию (3) получим, что
Ω′γ = a∗γα
1−√1− v∗2
v∗2
√
1− v∗2 e
αµνv∗µv˙∗ν + ω′∗γ =
= (aγβbβαW )
1−√1− v∗2
v∗2
√
1− v∗2 e
αµνv∗µv˙∗ν +
1
2
eαµγ(aµνbνλW )
d
dt
(aαβbβλW ) =
= (aγβbβαW )
1−√1− v∗2
v∗2
√
1− v∗2 e
αµνv∗µv˙∗ν +
1
2
eαµγ
[
aµνaαβbνλW b˙
βλ
W + a
µν a˙αβ(bνλW b
βλ
W )
]
=
= (aγβbβαW )
1−√1− v∗2
v∗2
√
1− v∗2 e
αµνv∗µv˙∗ν +
1
2
(eαµγaµνaαβ)bνλW b˙
βλ
W +
1
2
eαµγaµν a˙αβδνβ.
Далее во втором слагаемом учтём первое из равенств "уничтожения"(4) и
после этого равенство (12)
Ω′γ = (aγβbβαW )
1−√1− v∗2
v∗2
√
1− v∗2 e
αµνv∗µv˙∗ν +
1
2
eτβνaγτbνλW b˙
βλ
W +
1
2
eαµγaµβa˙αβ =
= (aγβbβαW )
1−√1− v∗2
v∗2
√
1− v∗2 e
αµνv∗µv˙∗ν + ω′τWa
γτ +
1
2
eαµγaµβ a˙αβ =
7
= aγβ
[
bβαW
1−√1− v∗2
v∗2
√
1− v∗2 e
αµνv∗µv˙∗ν + ω′βW
]
+
1
2
eαµγaµβ a˙αβ . (24)
Рассмотрим отдельно выражение стоящее в правой части (24) в квадратных
скобках. Подставляя сюда (11), (13), (23) получим после некоторых вычисле-
ний, что
bβαW
1−√1− v∗2
v∗2
√
1− v∗2 e
αµνv∗µv˙∗ν + ω′βW =
1−√1− v2
v2
√
1− v2 e
βµνvµv˙ν +
(1−√1− v2)2
v4
√
1− v2 k
β,
где вектор k , компонента которого входит в правую часть этого равенства,
зависит от векторов v, v˙, u и равен
k = v2v˙ × u+ (uv)v × v˙ − (vv˙)v × u+ [v˙(v × u)]v.
Докажем, что этот вектор равен нулю. Для этого заметим, что
kv˙ = kv = ku = 0.
Если векторы v˙, v , u не лежат в одной плоскости, то это возможно только
в том случае, когда сам вектор k тождественно равен нулю. Если же данные
векторы компланарны, то v˙(v × u) = 0. В этом случае все оставшиеся вектор-
ные слагаемые в k лежат на одной оси и длину вектора k можно посчитать по
определению векторного и скалярного произведения. Пусть угол между v˙ и u
есть ϕ1 , а между v и u есть ϕ2 . Тогда выбирая положительным направление
вектора v × v˙ имеем
|k| = v2v˙u [− sinϕ1 + cosϕ2 sin(ϕ1 + ϕ2)− sinϕ2 cos(ϕ1 + ϕ2)] = 0.
Следовательно, в любом случае k = 0 и
bβαW
1−√1− v∗2
v∗2
√
1− v∗2 e
αµνv∗µv˙∗ν + ω′βW =
1−√1− v2
v2
√
1− v2 e
βµνvµv˙ν . (25)
Тем самым отсюда следует, что величина угловой скорости (24) форминвари-
антна
Ω′γ = a∗γα
1−√1− v∗2
v∗2
√
1− v∗2 e
αµνv∗µv˙∗ν +
1
2
eαµγa∗µλa˙∗αλ =
= aγα
1−√1− v2
v2
√
1− v2 e
αµνvµv˙ν +
1
2
eαµγaµλa˙αλ.
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4. О связи между прецессией Томаса и вращением Вигне-
ра
Пусть в некоторой лабораторной системе S начало жёсткой системы отсчё-
та s′ движется поступательно (a∗βα = δβα , т.е. «без поворота» относительно
S) со скоростью v . Данная система отсчёта обладает собственной угловой
скоростью равной частоте прецессии Томаса
ΩT =
1−√1− v2
v2
√
1− v2 v × v˙ . (26)
Произведём последовательные (в близкие моменты времени) бусты в мгно-
венно сопутствующие s′ инерциальные системы отсчёта. В этом случае новая
прецессия Томаса системы s′ (первый член в левой части (25)) будет мала
(из-за малой относительной скорости) и вся собственная прецессия Томаса
будет относиться на счёт вращения Вигнера. Этот вывод нетрудно доказать.
Действительно, пусть в момент T + ∆T скорость системы s′ относительно S
стала v+∆v. Перейдём в систему отсчёта, двигающуюся со скоростью u = v.
Сделав замену в (8)
u→ v, v → v +∆v
и учитывая, что угол поворота Вигнера φW мал, в результате получим, что
он равен
nφW =
1−√1− v2
v2
√
1− v2 v ×∆v.
Очевидно, этот угол совпадает с собственной частотой прецессии Томаса умно-
женной на промежуток собственного времени. Это обстоятельство иногда рас-
сматривается как подтверждение того, что прецессия Томаса и вращение Виг-
нера являются разными названиями одного и того же физического явления.
Данное мнение является, разумеется, ошибочным, поскольку для произволь-
ного (и даже для очень малого) буста проводить различие между вращением
Вигнера и прецессией Томаса совершенно необходимо.
Это обстоятельство можно пояснить также на примере уравнения (25), ес-
ли произвести буст из S не в мгновенно сопутствующую систему отсчёта, а
в произвольную со скоростью u . В новой лабораторной системе отсчёта S∗
начало отсчёта s′ имеет уже скорость v∗ , связанную с v и u формулой (7),
а оси координат s′ испытывают дополнительное вигнеровское вращение (8).
Следовательно, угловая скорость собственного вращения s′ в новой системе
складывается согласно формуле (25) из двух составляющих: новой собствен-
ной прецессии Томаса (первый член в левой части) и вигнеровского вращения
(второй член в левой части).
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Таким образом, собственное вращение Вигнера не следует смешивать с
собственной прецессией Томаса; это хотя и тесно связанные между собой, но
неэквивалентные понятия. Их различие следует уже из определений (12), (26).
Суть открытия Томаса заключается в том, что если жёсткая система отсчё-
та s′ движется таким образом, что в каждый момент лабораторного времени
её координатные оси совпадают с осями мгновенно сопутствующей ей инерци-
альной системой отсчёта ориентированной «без поворота» относительно лабо-
раторной системы, то система s′ обладает собственной прецессией, которая и
является прецессией Томаса. Собственное же вращение Вигнера дополнитель-
но к прецессии Томаса, как видно из уравнения (25), определяется матрицей
bαβ и появляется при любом бусте.
В том случае, когда система s′ в первоначальной лабораторной системе
двигалась прямолинейно и равноускоренно без собственного вращения, её соб-
ственная прецессия Томаса равна нулю. Тогда из (25) следует, что в новой ла-
бораторной системе вращение Вигнера и прецессия Томаса системы s′ должны
быть противонаправлены и компенсировать друг друга. Независимая провер-
ка этого утверждения будет произведена в другой статье.
5. Закон движения собственной тетрады
Найдём теперь закон движения собственной тетрады. Если продифферен-
цировать компоненты Λα0 из (17), заменить в получившемся выражении про-
изводные a˙αβ согласно уравнению (5) и в итоге учесть выражение для ω′α из
(22), то получим, что
dΛα0
dt
=
aαν v˙ν√
1− v2 −
1−√1− v2
v2(1− v2) (e
αµνaνγaµλ)eλψϕvγvψv˙ϕ+
+
aανvν(vv˙)√
1− v23
+ eαβγΩ′γ
vνaβν√
1− v2 .
Далее, везде подставим вместо производных v˙ν их значения согласно уравне-
нию
v˙ϕ =
√
1− v2aλϕW ′λ −
√
1− v2(1−√1− v2)
v2
(vαaβαW ′β)vϕ,
которое следует из (21) и учтём равенство "уничтожения"(4). После всех вы-
числений получим, что
dΛα0
dt
= W ′α
1√
1− v2 + e
αβγΩ′γ
vνaβν√
1− v2 . (27)
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Действуя аналогично, для производной компоненты Λαµ из (17) можно найти
её следующее значение
dΛαµ
dt
= W ′α
vµ√
1− v2 + e
αβγΩ′γ
(
aβµ +
1−√1− v2
v2
√
1− v2 v
µvνaβν
)
. (28)
Уравнения (27) и (28) записываются в единой форме как
dΛαi
dt
= W ′αΛ0i + eαβγΩ′γΛβi . (29)
Аналогично предыдущим вычислениям, дифференцируя компоненты (16)
получим, что
dΛ0i
dt
= W ′αΛαi. (30)
Умножая (29), (30) на Λµi и воспользовавшись свойством ортогональности (18)
можно убедиться в справедливости равенств (19), (20).
Заключение
Цель настоящей статьи заключалась в том, чтобы показать, что уравне-
ния обратной задачи кинематики справедливы сами по себе, независимо от
истинности преобразования Лоренца – Мёллера – Нэлсона [2], [3]. Способом
достижения этой цели была формулировка (в п. 2) инвариантных условий дви-
жения (19), (20) для произвольной жёсткой неинерциальной системы отсчёта
обладающей заданными характеристиками. Оказалось, что уравнения обрат-
ной задачи кинематики являются прямым следствием этих условий. Прове-
ряя (19), (20) для малых бустов (п. 3) было показано (п. 4), что если в одной
лабораторной системе неинерциальная жёсткая система s′ имела только соб-
ственную прецессию Томаса, то в новой лабораторной системе такая система
s′ будет иметь комбинацию (25) двух вращений: новой собственной прецессии
Томаса и вращения Вигнера, которые в совокупности дают первоначальную
частоту прецессии Томаса.
Также в статье был получен закон движения собственной тетрады (29),
(30). Данные формулы полезны, например, при обсуждении с точки зрения
теории относительности движения спиновых частиц в поле.
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